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1 Grundlegende Begriffe
Definition: Ein System ist ein mathematisches Modell mit Eingéngen und Ausgéangen, das die
Beziehungen zwischen den Eingangs- und Ausgangsgrofien beschreibt.
Weitere Einschrénkungen:

e Systemesind zetinvariant

|T[k1 Xy Ky X | = Ky T[X, |+ Ky -T[xl]l
e Systemesind linear, |T[x1[t - to] = y(t - t0)| bei Nichtlinearitéten ist es oftmals zweckméaRiger in
der Umgebung des Arbeitspunktes zu linearisieren
= LZI-Systeme (LTI)

e kausale Systeme werden angestrebt. (Ursache vor Wirkung)
2 Beschreibung von Signalen und Systemen im Zeitbereich

2.1 Sprungfunktion, Sprungantwort
s(t) 0 firt<O
|1furt>0

Sprungfunktion s(t) i
Der Wert an der Unstetigkeitsstelle kann auch anders definiert werden, z.B. durch 5(0) _ }
2

, wenn der

Signalverlauf in eine gerade und eine ungerade Komponente zerlegt werden soll.
Sprungantwort a(t) R

Gibt man auf ein System als Eingangssignal die Sprungfunktion x(t) = s(t) so erhdt man als
Ausgangssignal die Sprungfunktion y(t) = a(t)
2.2 Delta-/Dirac- I mpuls, Impulsantwort
dqt)

50 =5

Delta-/Dirac- Impuls g(t);

I mpul santwort h(t) R
Gibt man auf ein System als Eingangssignal die Sprungfunktion X(t) = g(t) so erhé@lt man as
Ausgangssignal die Sprungfunktion y(t) = h(t)

Eigenschaften von §(t): Té(t)dt =

a-sa=al |40= a0

Ausblendei genschaft von g(t) R

+o0 +0 +o0

Ix(t) -8(t)dt = x(0) Ix(t —u)-3(t)dt = x(—u) Ix(t) -8(u—t)dt = x(u)

-0 -0 —0

t

Zusammenhang zwischen Sprungantwort a(t) und |mpulsantwort h(t) a(t) _ J‘ h(t)

h(t) = %

-0

1-

2.3 DieFaltung
Faltungsintegral:

y(t)= X(t)*h(t) =h(t)*x(t)= [x(x) h

x(t) mit h(t) gefaltet -

x(t—t)de| [F(1)*3(H) = f(t)

—Id’c—Ih(t

Fir kausale Systeme gilt:

h(t)=0flrt<0 = |y(t) = jx(q,-). h(t - t)dt = jh(r)-x(t—r)dr

Fur kausale und einseitige Eingangssignale (, die ebenfalls fir negative Zeiten verschwinden)

h(t) _ t t

(1) = OFirt <0 = y(t) = [ x(x)- bt~ o) = [ (x) - x(t~ ¥)
0 0
Weiterer Sonderfall:
Das System sei kausal und Eingangsfunktion ist die Sprungfunktion x(t) S(t)

IS(‘C f‘(t— d‘t-If‘(t— d‘cy J-h(‘c S(t ‘Ed‘C J:h

Anschaul iche Deutung der Faltunq.
Spiegelung(Faltung), Verschiebung, Multiplikation, Integration, Ergebnis
3 Beschreibung von Signalen und Systemen im Frequenzber eich

3.1 Frequenzgang
X(t)=A| cofot) + j-sin(ot) J =A-e”
[ — - -2
reelle Testfunktion ~ mathematische Erga nain,
Mit den Faltungssatz folgt:
+0 +o0 +o

y(t)= J. h(t)-x(t—1)dt = I h(t)-A e gr = Le’_”’i J. h(t)-e " dr =

U

—0 —o0

o g H(jw)...Frequenzgang

jo) :Ih(r)-e

( H(jo)) ist die Fouriertransformierte der Impulsantwort f‘(t) )

Definition von H(jm):_ H(jco) _ y(t)
X(t) x(t)=e*!
Anwendung der vorausgegangenen GIe|chunq auf die Ilneare DGL mit konstanten Koeffizienten:

(m) (n-1) m-1)
a,y+a,, y +.+ay+ay+a,=b, x+b - x +..4+b,X+bx+ b,

mitx(t)=A-€" und y(t)=x(t)-H(jo)=A " -H(jo) folgt
H(jo) b(i®)" + by 4(j©) ™ .4 b, (jo)” + by(jo) + by
a,(jo)" +a,,(jo)" +. . 4+a,(jo)’ +a(jo)+a




3.2 Ortskurven des Frequenzganges
Durch Verhaltnishildung |, y(t
g H(jco) - Q

X(t) X(t)=e
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geht die Zeitabhangigkeit verloren und man erhét mit der

Zeigerlange ‘H(j(n)‘ das Amplitutenverhéltnis zwischen y(t) und X(t) und mit der Phasenlage (p((o)

die Phasenverschiebung zwischen y(t) und x(t)-

Durch Variation von @ er halt man die Ortskurve von H(j(o)

Die komplexe Wechsel stromrechnung ist ein Spezialfall des Frequenzganges.

Wegen der Linearitét ist es gleichglltig, ob zuerst der Frequenzgang ermittelt wird oder ob die
Einzelkomponenten in den Frequenzbereich , Transformiert* werden und anschliefend die

Gesamtschaltung analysiert wird.
3.3 Bode Diagramm

Andere Art der Darstellung vom Frequenzgang
3.4 Fouriertransformation

Fjo) = [(1)-e "t

—o0

F(jco) hei}t die Fouriertransformierte von f(t)

Kurzschreibweise: | F{jw) o — o f(t)

Hinreichende Bedingung fur die Existenz von der Fouriertransformierten ist die absolute Integrierbarkeit

von f

j I (t)|dlt

Umkehrintegral: f(t)

zzi I Hjw)e do
T —0

3.5 Faltungssatz

[f.(1)* F2(t) o —  Fi) - Ry (jo)]

3.6 Fouriertransformiertereeller Zeitfunktionen

Jede redlle Zeitfunktion f(t) |&Rt sich in eine gerade und ungerade Komponente zerlegen

f(t)="1, (t)+f (t)
f(t) = [f(t)+f( )]
fu(t)=§[f(t -f(-1)]

+o0

=

Ho)| = |F-o)
p(0) = —¢(-o)

0)= ng(t) -cogot)dt = ng(t) o= [1(0)-codor)
:—JJ-f )-sin(et)dt = If )-edt = —jJ- )-sin(et)dt
Fio)=F(-jo)

-2-

3.7 Korrespondenzen zur Fourier-Transformation

Nr. f(t) Hio)
1 3(t) 1
5 1 on-8(o)
3 (o

i (3
4 . ol
s ) sfx2) Tres( 57
M
> {t) n-8(w)+ i
jo
| e (o0 T
7 Ll 2T

e’ (T > 0) 1+(0)T)2

8 e’"(%) (T S O) T. ef(ofn)
° n:Zl&s(t -nT) 2—_: n:Z:S(m -n 211)

10 cog ot +9) n[ej“’ﬁ(w -0,)+e"5(0 +(»0)]

u S(t)-cos(wot) g[S(w —w0)+8(a) +wo)]— ij) 5

12 S(t)-sin(wot) 2%[6(0)—0)0)—5(0)+(00)]—ﬁ

3.8 Diewichtigsten Theoreme zur Fourier-Transformation

Superpositionssatz:

|a1 1,(1)

+a,-f)(t) o—e a -F(jo)+a,F

(jo)]

() o— F(o)

Anlichkeitssatz

() o Fo)]

) i

bei resllen Zeitfunktionen:[f(t)  o—e  F (jo)]
|f(t-to) —e Fjo)- e |f(t)-ej“’°‘ o—e F*<j(o)—o)o))

Symmetrie der Fouriertransformation:

|f(t) —e Hjo) | korrespondiert mit | F(jt)

—_2{i(0)
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Differentiationssatz:

dn
f(t
4y

(=i)"-f(y

Integratilnstheorem:

o—=e

(jo)"-Hijo)
jo)

o—=e

[H()de o F(J“’) 7-F0)-5(o)
I;;Jtunomt'
f()*f,(t) o—e Fl(jo))~F2(jo))|

Multiplikationssatz:
2ﬂt~f1(t)-f2(t) o—= Fl(j('o)*
Parseval sches Theorem:

Fz(j(;))|

+oo 1 +oo )
Tl et = Jlr(jo)fao

Ist f(t) eine reelle Funktion: J‘f ) dt =

1% .
_EL‘HJw)‘Zdw

4 |dealisierte Modellsysteme
4.1 Verzerrungsfreie Systeme, Kenngrof3en

Man bezeichnet ein System als verzerrungsfrei, wenn das Eingangssignal, abgesehen von einem
Amplitudenfaktor A o und einer Zeitverschiebung t 0 formgetreu zum Ausgang Ubertragen wird.

|y(t):A0-x(t—t0)|
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4.3 Der ideale Bandpal

H(jo)= {rect(m hi wo) + rect(m _ w°)} -g it H(w) = rect(m +o ) + rect(m Do
Ao Ao Ao o
’_(Aco tj
Ao 2
h(t) = - ~?tcos(mot)
2
Es gilt allgemein fir symmetrische Bandpésse: h( )_ th 2005(0) t)
TlefpaB
5 Blockschaltbildalgebra
i . . Y(jo . .
Reihenschaltung: H(jo) = XE}(D; H,(jo) Hy(jo)
Parallelschaltung: H(jo) = Y(J:Q’) = H,(jo) + H,(jo)
X(jo)
; . . Y(j H
Kreisstruktur: H(jo) = (J“’) - (io)
X(jo) 1FH,(jo) H,(jo)

Hz(iﬁ)) liegt im Mit(+)- bzw. Gegen(-)-Kopplungskreis
(fur die Gleichung im Nenner anderes \V orzeichen verwenden)

Fouriertransformation auf obige Beziehung:

Y(jo)=Ay X(jo)-e

jq)tD — (]Q))

X(jo)

H(jo)= A, e

- ‘H(J(’))‘ - A0|

4.2 Der ideale Tiefpall

q)(co) =-m-t,

H(jo) = ect[zzj

h(t) = %si((;)g(t— to)) =

o, Sinfoy(t-t,))
T ol(t-t,)

Der Verlauf der Impulsantwort zeigt, daf? es sich beim idealen Tiefpal3 (Kupfmdller-Tiefpal?) um kein

kausales System handelt. Er ist damit nicht realisierbar, er dient als Referenzsystem.

Bewertung der Impulsbreite (Zeitdauer): T=-"_ 1
o, 2-f
Andererseitsist die Bandbreite: B= 0, = 27 .fg
Produkt Bandbreite * Impulsbreite: T.-B= 1 o f - konst
2-f, ¢

[zeitdauer - Bandbreite = konst)]
fir die Sprungantwort gilt: |1 _ 1 _

2, o,

6. Laplace-Transformation
6.1 Definition und Eigenschaften
f(t)=0 fur t<O

+o0

Hp) =

0-

jf(t) .ePdt mit p=o+jo

f(t)=

21:]

G+jo
IF(p )-e”dt fir t>0

G—joo

p...komplexe Frequenzvariable
6.2 Ubertragungsfunktion
V oraussetzungen:
e Das Systemist energiefrel fur t<0

. x(t) ist eine rechtssaitige Funktion mit keiner VVergangenheit

= Ubertragungsfunktion:

)= 3 -

b, p™ +b,, ,p™ " +.. +bp+b,

X(p)

a,p"+a, p"t+. ra,p+a,

Verwandschaft mit den Freguenzgang:

pejo

|H(p)<—> H(jw)l

Voraussetzungen fur obige Glei chung:

e Gilt bel kausalen und asymptotischen System
e In h(t) durfen nur abklingende € - Funktionen und abklingende Schwingungen vorhanden sein.

(Gleichbedeutend: in H(ju)) sind keine & -Funktionen.
Dies gilt allgemein fir jedes Signal f(t) beschrieben durch F(p) bzw. F(j(;))-



6.3 Riicktransformation
Zerlegung von umfangreichen Funktionen zur leichteren Ruicktransformation:
Voraussetzung F(p) besitze Zahlerpolynom Z(p) und Nennerpolynom N(p)?

Hp) - Z(p) _ by P+ B ABoP +Bip" + B

N(p) a, p"+o, ,p" . +a,p’ +o,p+a,

Beschra nkung: m<n

Nennerpolynoms
Vorerst: Einfach und redll:

F( ) — Z(p) — % pm + Bmflpnﬂ“'---"'ﬁzpz + Blpl + Bo
N(p) a, (pP-p.)(P-p,)-(P—P,.)(P—Py)

Fp)= A, +) o

v=1 p - pv
Bestimmung von A, und A durch den Heaviside' schen Entwicklungssatz:

0 m m-1 2 1
“m{Ax+z A, }:”m{bm, P" +BpaP™ e HBLPT + PP +Bo}
pox -

n m1 2 T
=1 P— P, Pela, prto, P tetonpt togpt o

Partialbruchzerlegung: A, ...Residuen
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P, sind Nullstellen des

b, . . 7
A, =limAp)=1a, farm=n A, = lim(p-p,)Ap) —,\l.((p))
P 0 furm<n ) P)lo-s,
Rucktransformation: f(t) =A 6(t) + S(t)zn:A Pt
v=1
Mehrfache Nullstellen des Nennerpolynoms, hier zweifach reelle Nullstellen
Partialbruchzerlegung: n
egung F(p):Aooﬂ“Z A, N A, + A, ]
S P=P, PP (p-p))
| T
A, = Iimi[F(p)(p— p.)z]
i1 pop; dp i
A= linfRp)-(p-p)’]
Riicktransformation: fa(t)=t)- [Ailep*I + Aiztep"]
Einfache konjunktiert komplexe Nullstellen des Nennerpolynoms
pi =0 +jo, Pa=0, —jo,=p
A, und A, lassen sich mit T _ _ Z(p) bestimmen.
) A, = lim(p-p,)Hp) N()
P=py
) ) ) A" i@ Jeiei
Fiz(p): AI + A|+1 — AI + L= ‘Al‘e . ‘Al‘e .
P-p P-Pa P-P P-P P-0;—-]Jo;, P-0C;+]

Rucktransformation
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(1) = 1)A e -2 coget + ¢,
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6.4 Pole-Nullstellendiagram, Stabilitat
H(p) = ZP) B (P~ Poy)(P=Pez)- (P~ Pom)
N(p)

a, (P~ P.)(P~P.2)-(P—P.n)
Po, sind die Nullstellen von z(p),sind Nullstellen von H(p)

P... sind die Nullstellen von N(p),sindPLIevon H(p)

Pole und Nullstellen beschreiben bis auf den Faktor % das System vollstandig, d.h. die Dynamik des
a,

n
Systems wird vollstandig beschrieben.
0...Nullstellen (im Pole-Nullstellen-Diagramm)
X...Pole (im Pole-Nullstellen-Diagramm)
Realsisier barkeitsbedingung
Es sind nur Systeme redlisierbar, bel denen gilt
Asmptotische Stabilitét
Die Eingangsgrofie eines System sei X(t) =0 fir t > t, . Einlineares zeitinvariantes System ist dann

asymptotisch stabil, wenn gilt Iimy(t) =0

te—oo

Asymptotische Stabilitét ist als gegeben, wen fiir ale Pole gilt: | Re{va} <0 1<v<n

6.6 Behandlung geladener Ener giespeicher
a) Kondensator

. du,(t) 1.
io(t) === uy(t) = Ej i(t)dt
|C(p) =p-C- Uc(p) -C- uc(o —)| Parallelschaltung von Modellkondensator und Stromauelle
U (p) = i| (p) + UC(O _) Reihenschaltung von Modellkondensator und Spannungsqguelle
7 opC” p
b) Spule
di (t . 1
th):L% |L(t):tjuL(t)dt

UL(p) =p-L-I L(p) —L- iL(O—)| Reihenschaltung von ModeIspule und Spannungsquelle

()=, p) )

6.7 Allpaf3, Phasenminimumsystem
Definition eines Allpasses: ”H(m)‘ = konst.

Parallelschaltung von Modellspule und Stromquelle

Yo

Bei einen Allpal? liegen die Pole und Nullstellen symmetrisch zur imaginéren Achse. Aus
Stabilitatsgriinden liegen die Pole links, die Nullstellen rechts.
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Achtung: hier ist s=p

Die L aplace-Transfor mation und einige Anwendungen in der Systemtheorie

Definition der Laplace-Transformation (= L-Transformation), L aplace-Integral

F(s)=L{ (1)}
f(t)=L*{F(s)}

F(s)= [ f(t)-edt

1 o+ jo .
2 r ] IF(S)-E ‘ds

(- |

f(t) O—e F(s) (Korrespondenz)

Eigenschaften der L aplace-Transformation

Die Laplace-Transformation wird nur auf lineare, zeitinvariante und kausale Systeme angewendet. Zur
Anwendung bendtigt man eine (gentigend lange) Liste von Korrespondenzen f(t) . g(t) O—e F(S) sowie

die sogenannten ,, Transformationsregeln”. Ausgangspunkt fur beides ist das Laplace-Integral.

Transformationsregeln

Linearitat (Satz Uber Linearkombinationen)
L{C,- f,(t)+ C,- F,(t)+..4+C, - f (1)} =

=G L{f,(t)} + C,-L{ f,(t)}+..4+C,-L{ ()} (C.C,...,C, €C)
Es darf gliedwel se transformiert werden, konstante Faktoren bleiben dabei erhalten.
Ahnlichkeitssatz

1 (s
L) f(a-t :—F(f : 0
{ (a )} - (acRa=0)
Der Parameter S in der Bildfunktion F(s) = |_{ f(t)} wird durch S ersetzt und die neue Bildfunktion

a

anschlieRend mit L multipliziert.
a
Ver schiebungssatz (V erschiebung nach rechts, Verzégerung)

L{f(t—t))-s(t—t;)} =F(s)-e (1,20
Die Bildfunktion F(S) = |_{ f(t)} wird mit € % multipliziert.

Dampfungssatz
L{e”" - f(t)-&(t)} = F(s+5) (5 €C)
In der Bildfunktion F(s) = |_{ f(t)} wird der Parameter S durch s+ § ersetzt.

Ableitungssatze (fur die Orginalfunktion)
1.Ableitung: L{ f (t)} =s-F(s)- £(0-)

L{f(t)} =" F(9)-s- f(0-)- f(0-)
L{t"(1)} =" F(s)-" £(0-) ="+ (0-)-.~f "¥(0-)

Die Bildfunktion F(S) - |_{ f(t)} wird zunéachst mit s" multipliziert, dann wird ein Polynom (n _1) -ten

2.Ableitung:

n-te Ableitung:

Gradesin der Variablen S subtrahiert (die Polynomkoeffizienten sind die Anfangswerte der
Orginalfunktion f (t) und ihrer Ableitungen f'(t), o f (”*1)(t)).
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I ntegrationssatz ( fur die Orginalfunktion)

t+
L{ [ f(r)dr} “LE9 (520
4 s
Die Bildfunktion F(s) = |_{ f(t)} wird mit £ multipliziert.
S

Faltungssatz

t+

= I fi(r)- f(t—7)-dr =
BO)* ()=

"Faltungsprodukt” = I

Faltungsprodukt:

fi(t—7)- f,(r)-dr
0-
(Faltungsintegral, Faltung der Funktionen fl(t) und fz(t))

L{ f.(t)* fz(t)} = L{] fi(z)- f(t-1)- df} = L{] f(t—1)- f,(z)- d,} _

= L{ fl(t)} ’ L{ fz(t)} = Fl(s)' Fz(s)
Grenzwertsatze
Anfengswert | f(0+)= lim f(t) = lim[s- F(s)]
f(e0) =lim £ (t) = lim[s- F(s)]

L aplace-Transfor mation von periodischen Funktionen

Endwert

1 t S FO(S)
F(s):]__ efsT (B‘:f(t)e Idt:l_ efsT
Fo(s) ist die Bildfunktion von f(t) fur 0<t < T (T...Periodendauer). Fo(s) wirdmit __ 1

1_ e—ST
multipliziert = F(S)

Die L6sung linearer DGL -Systeme mit konstanten K oeffizienten mittels L aplace-Transfor mation

Eine (gewdhnliche) lineare Differentialgleichung DGL mit konstanten Koeffizienten und vorgegebenen
Anfangswerten (Anfangswertproblem) 113t sich mit Hilfe der Laplace-Transformation wie folgt |dsen:
Lineare DGL mit konst. (direkter Losungsweg) Spezielle Losung der DGL
Koeffizienten y(t) >

¥ (1) Laplace-Transformation
Algebraische
Gleichung

4 (3) Riicktransformation
Lésung der algebraischen
Gleichung

Auflésen nach Y(s)

Fur die Rucktransformation (3) kann die Partialbruchzerlegung hilfreich sein.

Anwendung auf RCL - Netzwerke, Blidnetzwer ke

Um die transformierten Maschen- und Knotenpunktsglel chungen fir das Netzwerk zu erhalten, kann man
zunéchst das Netzwerk transformieren und dann aus diesem ,, Bildnetzwerk™ Die gewiinschten Gleichungen
ablesen.

(Beim Bildnetzwerk wird j der komplexen Wechsdlstromrechnung durch S ersetzt.)
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Ubertragungsfunktion G(s)
Bei einem Siso-System sei der Zusammenhang zwischen EingangsgroRe x(t) und Ausgangsgréie y(t)

durch eine lineare Integrodifferenentialgleichung mit konstanten Koeffizienten gegeben.
Hat das System keine Vorgeschichte, d.h. x(t) =0 und y(t) =0furt<0,dh.ale
Vergangenheitswerte bei O- sind gleich Null. =

Y S .. . .
Y(s) _ G(s)- X(s) PN G(s) _ x(( )) (3(3) ,» Ubertragungsfunktion des Systems’

S

Systemantwor ten auf standar disierte Eingangssignale
Die Impulsantwort g(t) (=Gewichtsfunktion)

X(t)=3(t) = X(s)=1= Y(s)=1-G(s)

= Impulsantwort | g(t) = L™*{G(s)}

Die Sprungantwort h(t) (=Uber gangsfunktion)

X(t) = &(t) = X(8) = é = Y(s)= é G(s)

= Sprungantwort h(t) - Ll{(?’(s)}
S

Die Rampenantwort r(t) x(t) =t- g(t)
Zusammenhang zwischen | mpuls- und Sprungantwort

H(s)= % ()= L{h(t)} = L{:Jig(r)- dr}
G(9)= 5 H(9) = L{a(t)] = L{()

Berechnung von Systemantworten mit Hilfe der Impuls bzw. der Sprungantwort
Y(s)=G(s)- X(s)

y(t) = g(t)* X(t) = ;[g(t - T)' X(T) -dr = :Ig(r)~ X(t - T)' dr
Y(s)=G(s)-X(s) = H(s)-s-X(s)
y(t)=h(t)*x(t)= ih(t— 1)-X(t) -t = ih(‘t) X(t-1)-dr

Im Falle einer abschnittswel se definierten Funktion x(t) ist das erste Integral giinstiger!
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7. Stochastische Signale Erwartungswerte:
7.1 Problemstellung und Einfiihrung in die Wahr scheinlichkeitsrechnung Erwartungswerte sind Mal3zahlen zur ,,groben Beurteilung von Vertellungen. Sie lassen sich aus der
Wahrscheinlichkeit: Verteilungsdichtefunktion durch Mittelwertbildung gewinnen.
Ein Zufallsexperiment besitze n mogliche Versuchsergebnisse AlyAzy___An,disebilden die ) ) ) +0
. . . L o 1. Linesrer Mittelwert: m, =E(X)=>x,-p m =E(x)=Ix-f(x)dx
Ereignismenge A .|A = {Alvsz---An} . Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines einzelnen X Py X J
Ereignisses A, sd P(A ), wobei gilt:|0< P(A ) <1jund A =1| Abklrzung: . . ) o
P(A.) AA,) | Z v 2. Quadratischer Mittelwert: 9 = E(X2)=ZX3'IOV q? = E(XZ): J‘XZ.f(x)dx
X=x)= . =
P( - V) Py o ) 3. Vaianz
Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung: - , Die obigen Mittelwerte sind zur Kennzeichnung von Zufallsgrofen allein schlecht geeignet. Zum
Schlief3en sich die beiden Ereignisse A, und A, gegenseitig aus, so gilt: Beispiel besitzen die beiden Folgen 1; 2; 3; 4; 5 und 2,8; 2,9; 3; 3,1; 3,2 denselben linearen Mittelwert

|P(A1VA2): P(A1)+P(A2)| my=3.

— . . Um darzustellen, daf3 die Verteilung in beiden Félen vollig anders ausschaut, ermittelt man die
Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

" — = = = . . . ,mittlere quadratische Abweichung” vom linearen Mittelwert:
Sind die beiden Ereignisse A, und A, statisti sch voneinander unabhéngig, so gilt: .

|P(A1/\A2):P(A1)-P(A2)| Gi:E[(X_mx)z]ZZV:(XV_mx)Z'pv ci:E[(X—mx)Z]:J'(x—mx)z.f(x)dx

—0

Ansonsten: P(A AA ): P(A ) & ; hierbei ist & die bedingte Wahrscheinlichkeit fur das
! 2 ! A A Man bezeichnet g2 asVarianz und = 2 als Standardabweichung oder Streuun
1 1 oy O, = +4/0} g g.

Eintreffen des Ereignisses A ., nachdem A eingetretenist. . ) +o0 +90 oo oo
Verteilungsfunktion: ’ ' Man findet: ;2 _ [(x=m,)*-f(x)ax= [x*-f(x)ax—2m, [x-f(x)ax+m? [ F(x)dx

Aus formalen Griinden miissen die folgenden Uberlegungen fiir diskrete und kontinuierliche - e
Zufallsvariablen teilweise getrennt durchgefiihrt werden. Die Erwartungswerte heif3en auch Momente einer Verteilung.
Das Auftreten des Ereignisses A ist durch eine Zahl X(Av) zu kennzeichnen. Kurzschreibweise: Verbundverteilung:
X( A ) - Ein stochastisches Ereignis besteht im allgemeinen aus mehreren Zufallsgrofien. VVon besonderer

v Bedeutung sind Prozesse mit zwel Zufallsvariablen (z.B.: Eingangs- und Ausgangsgrofie eines Systems).
Bei einer Diskreten Zufallsvariablen kann man eine Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten eines Ereignisses Die beiden Zufallsgréien X(A) und Y(A) eines Ereignisses A lassen sich verkniipfen:

angeben: p()( = a)-

Bei einer kontinuierlichen Zufallsvariablen ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines |(X(A) <X)A(Y(A)< y)| oder kirzer: (X < x) (Y <)

Ereignisbereichs angebbar: p(a< X < b) Verbundverteilungsfunktion:
Esgilt: HX,y)zP(?(SyA'YSy) |
|P(—oo <X<+0)=1 P(X <c)+P(X>c)=P(—0< X <+0)=1 P(X>c)=1-P(X < c)l Verbundveﬁze|unqsdlcht€funktlon: y
Definition der Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X : f(x.y) = aa':();'y) F(x,y) = J' J-f(u,v) .dv-du
Esgilt: Hx)=P(X <x) XeR X-oy o
0< F(x) <1 F(—oo) -0 F( +oo) -1 Die zugehorigen eindimensionalen Randverteilungen sind:

- Xy X L y
FUr x, > x, findet man: F(x,y):jjf(u,v)-dv-du:Jf(u)-du F(x,y):jjf(u,v)-dv-du:jf(v)-dv
F(x,) = F(X;) = P(X <x,) = P(X <x;) = A(X <x) + P(x; < X < X,) = P(X <X;) = P(x; < X < X,) 2 ( oo ~ — =

Sind die ZufallsgréRen X und Yy stochastisch unabhangig, dann gilt entsprechend dem
Multiplikationssatz

[PX<xY <y)=PX<x)-AY <y) Fx.y) = Fx)-AY) f(xy)=f(x)-1(y)]

Somit ist H x) eine monoton wachsende Funktion.
Verteilungsfunktion:

f(X) - M Da F(x) eine monoton wachsende Funktion ist, muf gelten: f(x) >0
dx

Waeiterhin: Hx) = j[cf(u)du Ho0) = If(u)du =1
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Erwartungswerte bel Verbundverteilungen:

a) Summationsmittelwert:

+00+00

+00+0 +00+0

E(X+Y)= Ij(x+y)f(x,y)dxdy: “'x-f(x,y)dxdy+ij-f(x,y)dxdy:

—90-00

+o0

_f U xydy)dx+fy U

—o

—00—00 —00—30

xy)dx)dy fxf dx+fyf )dy

|E(x +Y)=E(X)+E(Y)=m, +m]

b) Produktmittelwert: E( X . Y

+00+00

J-J-X y-f(x,y)dxdy

—00—%0

¢) Kovarianz:

=~ E[(X-m)-(Y-m,))

=;Z(xp -m,)-(y,—m,)-p,,

+00+00

= [ [(x=m,)-(y—m,)-f(x.y)dxdy

—0—0

c,, = E(X-Y)—E(X)-E(Y)

d) Varianz:

Wenn stochasti sche Unabhéngi gkeit:

Die Varianz der Summe von 2 Zufallsvariablen ist:

%, E((x —m Y- my)z)

2

S X+y

=o,+0,+2C,

X+y

o2, =§(X-m,)*)+ E((Y—my)2)+2E((X—mX)(Y—m

€) Orthogonalitét

Zwei Zufallsvariable heifen orthogonal, wenn gilt | E(X - Y) = 0

7.2 Beschreibung stochastischer Prozesse
Stationare Prozesse:

Ein regelloser Prozef3 ist dann stationér, wenn sich seine statistischen Kenngrofen (Vertellungsfunktion,
Erwartungswerte, usw.) mit der Zeit nicht andern, d.h., esist gleichgiiltig, zu welchen Zeitpunkt der

Erwartungswerte gewonnen werden.
Ergodische Prozesse:

Linearer und quadratischer Erwartungswert eines ergodischen Prozesses:

m, = E(X(tl)) = TX ' f(x’tl)dx = lTLrD% J-Txi(t)dt = r(t)

+T

E(X ) Ix th)dX_“mZéI'JT x2(t)dt = x3(t)

+T

Der Index i fir den M usterprozeB entfallt in Zukunft.

7.3 Korrelationsfunktionen
7.3.1 Autokorrelationsfunktion

t,)= E[X(tl)-x(tz)]
Moty ts) = Co(ty t,) + my(t,) - my(t,)

Anmerkungen:
e  Sind die beiden Prozesse x(tl) und X(t ) statistisch unabhangig, danniist ¢, ( ) 0 und

N (T t5) = My (t,) - my(t,) - X(t,) und X(t,) heiBen dann unkorreliert.
e Sind X(tl) und X(tz) statistisch voneinander abhéngig wird Cxx(tl’tz) + 0 und

Moty ty) = m(t,)-my(t,)-

* t, =t,. danngilt rxx(t17t1) - E[Xz(tl)] = Q§ ist gleich den quadratischen Mittelwert, hier ist

maximale innere Verwandtschaft zwischen x(t1) und x(t2 = t1) gegeben. Spéter rxx(tlltl) ist
Maximalwert.
Stationére Prozesse:
Die absoluten Zeitpunkte t, und t, beeinflussen das Ergebnis nicht, esist nur noch von der Differenz
v =t~ t, abhangiglr, (t,.t,) = E]X(t,) X(t,)] = E[X(t,)- X(t, + 1)] = 1, (1)]

+T

(1) = ll”lziT jT X(t)x(t + )t

Eigenschaften der Autokorrelationsfunktion (AKF)

A Ir (t=0)=lim= fx t)dt = x2(t) = qZ = Effektivwert?

T~>m
b) |1 (7)=ry(-7) AKF ist gerade Funktion
9 [ (0 2r.(x)
Maximalwert

d) Fir t — oo nimm die statistische Verwandtschaft zwischen X(tl) und X(t1+T) normal erweise ab:

] 1 +T ] 1 +T N
No(t— ) = LL@EJTx(t)dt : ME j X(t+1)dt=x(t) =m}

Hinweis: gilt nicht, wennin x(t) deterministische periodische Anteile vorhanden sind.
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7.3.2 Kreuzkorrelationsfunktion

Ny(tyt,) = E[X(t1)~Y(t2)]
Lot 12) = Cy (11, 1,) + My (1) -my(t,)

Stationare Prozesse: Ny(tty) =ry(t )l
X ] 1 +T
Ergodische Prozesse rxy(T) _ LQEJ‘TX(t)y(H_ r)dt
Eigenschaften der Kreuzkorrelationsfunktion (KKF)
a) "xy(T) = I’yx(—'[) schiefe Symmetrie

+T -
9 |1, (c=0)= 1 L”l?lT [ X(t)- ¥(t)dt = X(0)-y(t) = Wirkleistung

rxy(o) ist nicht zwangslaufig das Maximum von rxy(f)

¢) Sind X(t) und y(t) unkorreliert ( statistisch unabhangig) rxy(t) = x(t).y(t) =m,m, V1

d)

o (5) = 5[0 + V(0] - 5 e + )

7.4 Spektraldarstellung stochastischer Prozesse
Wirlner-Khintchine-Transformation (Fouriertransformation der AKF)

Sl )_T ()e e f ®)e"do| [Sk(® )—llm—‘X ]m)‘

—o

S, (@ ( ) ist spektrale Leistungsdichtefunktion
S, (® ( )Au) ist Leistung im Frequenzintervall @ + Am

J‘S dw ist Gesamtleistung des Signals
XX

E|genschaften von S, (o ( )

* |Su(®)20
e wegen rxx(r) = I’XX(—T) ist:

Sy (®) =S, (—») = reelle Funktion

Definition fur das Kreuzleistungsdi chtespektrum

Sy(j0) = [ 1y (v)e ™ dr j )& do

wegen ryx(‘c) = rxy(—-:) ist: S\/x(jco) = xy(jco)z xy(—jco)l
7.5 Stochastische Prozesse und lineare Systeme (L Z1)

m,=m,-H(0)  Y(t)=X(t)-H(0)

rxy(r) = f‘(‘t)* I’xx(‘t) o—e S&y(Jw) = H(jw)'S&X(w)
fy (1) = N(2) 1 (1) [ o=0|S, (0) = H(jo) - Syu(jo)
Mit S, (jo) = S, (j0) [,(0) = H(©)] 8. (0)




